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概要

整数格子上の単純乱歩については古典的によく知られているが、ここでは一般の有限グラ
フ上の、必ずしも対称とは限らない乱歩について考察する．

1 はじめに
乱歩は、Brown運動や拡散過程などの離散近似とし
て、古くから数多くの研究がある（たとえば [2]）．本
論文では、拡張された乱歩を扱う．
まず、古典的な乱歩について触れておく．d次元ユー
クリッド空間の整数格子

Zd =

{(
x j

)d

j=1
; すべての j について x j は整数

}

で、隣接点は線分でつながれているものとする．ここ
で、x =

(
x j

)d

j=1
∈ Zdと y =

(
y j

)d

j=1
∈ Zdとが隣接点で

あるとは、ある j0について

y j − x j = δ j j0

または
y j − x j = −δ j j0

が成り立つことをいう．ただし、右辺は Kroneckerの
δである．あるいは、x ∈ Zdと y ∈ Zdとが隣接点であ
るとは、第 j成分が 1で残りの成分がすべて 0である
ベクトル ej を用いて、

y − x = ej または y − x = −ej

と書けることであると言っても良い．これにより、整
数格子 Zdを無向グラフであるとみなす．
次に、この整数格子に沿って移動する粒子を考える．
すなわち、時刻 t = 0に格子点 x0 ∈ Zd にあった粒子
が、次の時刻 t = 1には x0の一つの隣接点 x1 ∈ Zdに
移る．一般に、時刻 tのとき粒子が xt ∈ Zdにあるとす
ると、xtと xt+1は隣接点である．この移動が以下のよ
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うに確率で定まるものとする．各 tと各 x ∈ Zdと xの
隣接点 y ∈ Zdについて、時刻 tに粒子が xにあり、時
刻 t + 1に粒子が yにある確率を p (t, x, y)とする．も
ちろん、 ∑

y∈Zd

y は x の隣接点

p (t, x, y) = 1 (1)

である．この確率は一般には初期点 x0にも依存する．
上の確率 p (t, x, y)が、x0, t, xのいずれにも依存し

ないとき、上記の粒子の移動を乱歩という．さらに確
率 p (t, x, y)が、x0, t, x, yのいずれにも依存しない時、
すなわち

p (t, x, y) =
1
2d

のときは、単純乱歩という．この場合は確率が対称的
であること、すなわち、

p (t, x, y) = p (t, y, x)

となることが特徴的である．
次に乱歩の拡張について考える．ひとつの拡張は、
辺を増やすことである．すなわち、集合 E ⊂ Zd × Zd

で
(x, y) ∈ Eと (y, x) ∈ Eが同値

を満たすものを取り、それを辺の集合と考えるのであ
る．これにより

(
Zd,E

)
を無向グラフであるとみなす．

すると、(x, y) ∈ Eであることを、yが xの隣接点で
あることの定義とすれば、既に述べた乱歩と同様のこ
とが考えられる．そして、移動の確率 p (t, x, y)が、初
期点 x0および tに依存しないときを考えるのである．
この場合は、各点に接続する辺の数が点ごとに異なる
から、確率 p (t, x, y)は必ず xに依存することを注意
する．
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さらに拡張しよう．ここまでの話で、Zd がユーク
リッド空間に埋め込まれていることは必要ではなかっ
た．すなわち、例えば２点間の距離や２辺間の角度な
どは不要である．そこで、抽象的なグラフ (X,E)を考
えよう．ここで、Xは頂点の集合、Eは辺の集合であ
る．このグラフ上を粒子が移動すると考える．時刻 t

に粒子が x ∈ Xにあり、時刻 t + 1のとき粒子は xの隣
接点 yにある確率を p (t, x, y)とする．ここで、y ∈ X

が xの隣接点であるというのは、(x, y) ∈ Eを満たす
こととする．このとき、式 (1)と同様に

∑

y∈X
(x,y)∈E

p (t, x, y) = 1

が成り立つ．同じことであるから、E = X × Xが成り
立つ場合、すなわち、(X,E)が完全グラフである場合
のみを考察すれば良い．
本論文では、Xが有限集合であり、確率 p (t, x, y)が、

tおよび初期点 x0 ∈ Xに依らないものについて考察す
る．このとき、この確率は行列およびそのべきとして
扱うことができる．それを確率行列と呼ぶ．第 2節で
は、この確率行列の固有値について考察する．その結
果を用いて、第 3節では、確率行列の Jordan標準形
について述べる．そして第 4節で、十分な時間が経過
した後の状態について述べる．それは、時間が無限に
経過した状態として表される．最後に、第 5節におい
て、これらの応用について述べる．

2 確率行列と固有値
Xを有限集合とする．点 x ∈ Xを出発した乱歩が、

時刻 1に点 y ∈ Xに移る確率を pxyとすると、それ
らは

pxy ≥ 0、
∑

y∈X
pxy = 1 (2)

を満たす．式 (2)を満たす pxyを (x, y)成分とする行列
P =

(
pxy

)
x,y∈Xを確率行列という．

補題 1. 二つの確率行列 P,Qについて、積 PQはま
た確率行列である．

証明. P =
(
pxy

)
x,y∈X, Q =

(
qxy

)
x,y∈X とする．積 PQの

(x, y)成分を rxyとすると、

rxy =
∑

z∈X
pxzqzy

である．明らかに rxy ≥ 0である．また
∑

y∈X
rxy =

∑

y∈X

∑

z∈X
pxzqzy =

∑

z∈X
pxz

∑

y∈X
qzy

=
∑

z∈X
pxz = 1

となる．これは PQが確率行列であることを示す． �

例 2. 確率行列

P =



0 0 1

1/2 0 1/2

2/3 1/3 0



Q =



0 1 0

0 0 1

1/2 1/2 0



について

PQ =



1/2 1/2 0

1/4 3/4 0

0 2/3 1/3



P2 =



2/3 1/3 0

1/3 1/6 1/2

1/6 0 5/6



Q2 =



0 0 1

1/2 1/2 0

0 1/2 1/2



などは、確率行列である． �

点 x ∈ Xを出発した乱歩が、時刻 t ∈ Nに点 y ∈ X

に移る確率を p(t)
xyと書く．

定理 3. p(t)
xyを (x, y)成分とする行列は、Ptに等しい．

証明. 点 x ∈ Xを出発した乱歩が、時刻 1に点 zを通
過し、時刻 2に点 y ∈ Xに移るとすると、その確率は
pxzpzyと書ける．したがって

p(2)
xy =

∑

z∈X
pxzpzy

である．右辺は P2の (x, y)成分であるから、t = 2の
場合が導かれる．
時刻 t − 1までの主張が成り立つとする．点 x ∈ X

を出発した乱歩が、時刻 t − 1に点 zを通過し、時刻 t

に点 y ∈ Xに移るとすると、その確率は p(t−1)
xz pzyと書

ける．したがって

p(t)
xy =

∑

z∈X
p(t−1)

xz pzy

である．帰納法の仮定により右辺はPt−1Pの、したがっ
て Pt の (x, y)成分であるから、tの場合が導かれる．
したがって、数学的帰納法により、すべての tにつ
いて主張は成り立つ． �
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補題 4. Pの一つの固有値は 1で、その固有ベクトル
の一つは全ての x ∈ Xに対する成分が 1であるベクト
ルで与えられる．

証明. 全ての x ∈ Xに対する成分が 1であるベクトル
を vとすると、Pvの x成分は、式 (2)を用いて

∑

y∈X
pxy1 = 1

となることによる． �

補題 5. Pの固有値を λとすると、

|λ| ≤ 1

である．

証明. 一般に転置行列の固有値は、元の行列の固有値
と一致するから、λは tPの固有値と考えることがで
きる．その固有ベクトルを v = (vx)x∈Xとする．すなわ
ち、λv = tPvとする．この式の両辺の x成分を比較す
れば、

λvx =
∑

y∈X
pyxvy

となるから、式 (2)を用いて、

|λ|
∑

x∈X
|vx| =

∑

x∈X
|λvx| =

∑

x∈X

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

y∈X
pyxvy

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

∑

x∈X

∑

y∈X

∣∣∣pyxvy

∣∣∣ =
∑

y∈X

∑

x∈X
pyx

∣∣∣vy

∣∣∣

=
∑

y∈X

∣∣∣vy

∣∣∣

を得る．v , 0であるから、|λ| ≤ 1となる． �

例 6. 例 2の確率行列 Pの固有値は

1,
−3− √3

6
,
−3 +

√
3

6

であり、その絶対値は

1,
3 +
√

3
6

,
3− √3

6

である．また、例 2の確率行列 Qの固有値は

1,
−1 + i

2
,
−1− i

2

であり、その絶対値は

1,
√

2/2,
√

2/2

である． �

絶対値が 1の固有値について調べるために、次の値
を定義する．x ∈ Xに対し

Ax =
{
t ∈ N ; p(t)

xx > 0
}

とし、Axの最大公約数を dxとする．

補題 7. 十分大きい Tx ∈ Nを取れば、t ≥ Txなるす
べての tについて p(tdx)

xx > 0となる．

証明. 一般に Ps+t = PsPt であるから、任意の z ∈ X

について、

p(s+t)
xy =

∑

w∈X
p(s)

xwp(t)
wy ≥ p(s)

xz p(t)
zy

であることに注意する．
dxの定義から、Axの元 t1, . . . , tmを取り、それらの
最大公約数が dxであるようにできる．このとき、整
数 l1, . . . , lmを

l1t1 + · · · + lmtm = dx

となるように取れる．今、L1 + l1, . . . , Lm + lmがすべ
て自然数になるように、十分大きな自然数 L1, . . . , Lm

を取り、
Tx = (L1t1 + · · · + Lmtm)2

とおく．t1, . . . , tmの取り方から、

p(t1)
xx > 0, . . . , p(tm)

xx > 0

であるから、

p(
√

Tx)
xx = p(L1t1+···+Lmtm)

xx

≥
(
p(t1)

xx

)L1 · · · · ·
(
p(tm)

xx

)Lm
> 0

となる．したがって、
√

Tx ∈ Axを得る．また
√

Tx + dx = (L1 + l1) t1 + · · · + (Lm + lm) tm

から、

p(
√

Tx+dx)
xx

= p((L1+l1)t1+···+(Lm+lm)tm)
xx

≥
(
p(t1)

xx

)L1+l1 · · · · ·
(
p(tm)

xx

)Lm+lm

> 0

となり、
√

Tx + dx ∈ Axを得る．
さて、t ≥ Tx とし、t を

√
Tx で割った商と余りを

それぞれ a,bとする．すなわち、t = a
√

Tx + bで、
a ≥ √Tx,0 ≤ b <

√
Txとする．このとき

tdx =
(
a
√

Tx + b
)
dx
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= b
( √

Tx + dx

)
+ (adx − b)

√
Tx

である．adx − b > 0より、

p(tdx)
xx ≥

(
p(
√

Tx+dx)
xx

)b (
p(
√

Tx)
xx

)adx−b

> 0

を得る． �

例 8. X = {x1, x2, x3}とする．例 2の確率行列 Pにつ
いては

Ax1 = N \ {1} dx1 = 1

Ax2 = N \ {1} dx2 = 1

Ax3 = N \ {1} dx3 = 1

また、例 2の確率行列 Qについては

Ax1 = N \ {1,2,4} dx1 = 1

Ax2 = N \ {1} dx2 = 1

Ax3 = N \ {1} dx3 = 1

となる． �

次の例では、dx > 1となる x ∈ Xが存在する．

例 9. X = {x1, x2, x3, x4}とし、確率行列

R =



0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 0

0 0 1/2 1/2



について計算すれば

Ax1 = {3,6,9, . . . } dx1 = 3

Ax2 = {3,6,9, . . . } dx2 = 3

Ax3 = {3,6,9, . . . } dx3 = 3

Ax4 = N dx4 = 1

となる． �

定理 10. λを絶対値が 1である Pの固有値とすると、
ある x ∈ Xについて λTxdx = 1となる．

証明. λに対する固有ベクトルを v = (vx)x∈X とする．
|vx| = maxy∈X

∣∣∣vy

∣∣∣を満たす x ∈ Xを取ると、v , 0よ
り、vx , 0である．また、

Ix =
{
y ∈ X ; p(Txdx)

xy > 0
}

とおくと、補題 7により x ∈ Ixである．λTxdxv = PTxdxv

の両辺の x成分を比較して、

λTxdxvx =
∑

y∈X
p(Txdx)

xy vy =
∑

y∈Ix

p(Txdx)
xy vy

を得る．PTxdx は確率行列であるから、

|vx| =
∣∣∣λTxdxvx

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

y∈Ix

p(Txdx)
xy vy

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

∑

y∈Ix

∣∣∣p(Txdx)
xy vy

∣∣∣ (3)

=
∑

y∈Ix

p(Txdx)
xy

∣∣∣vy

∣∣∣

≤
∑

y∈Ix

p(Txdx)
xy |vx| (4)

= |vx|

となる．したがって、式 (3)および式 (4)ではともに
等号が成り立たなければならない．
まず式 (4)で等号が成り立つから、y ∈ Ixのとき

∣∣∣vy

∣∣∣ = |vx|

となる．特に、vy , 0である．さらに式 (3)で等号が
成り立つから、p(Txdx)

xy , 0および vy , 0に注意すれば、
p(Txdx)

xy vyの偏角が一定でなければならないことがわか
る．ところが、p(Txdx)

xy > 0であるから、それは vyの偏
角が一定であることを意味する．x ∈ Ixであるから、
vyの偏角と vxの偏角は等しい．以上から、y ∈ Ixのと
き vy = vxとなる．したがって

λTxdxvx =
∑

y∈Ix

p(Txdx)
xy vx = vx

となり、λTxdx = 1を得る． �

例 11. 例 9の確率行列 Rの固有値は、1の原始 3乗
根 ω =

(
−1 +

√
3i

)
/2を用いて、

1, ω, ω2,1/2

と書ける．dx1 = 3であるから、定理10は成り立つ． �

3 Jordan標準形
Pの Jordan標準形を Jとし、その変換行列を U と

する．すなわち、

J = U−1PU (5)

とする．

補題 12. λを Pの固有値で絶対値が 1のものとする．
Pの固有多項式における λの多重度は、λの固有空間
の次元と等しい．
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証明. Pの固有多項式における λの多重度が、λの固
有空間の次元より大きいとすると、λに対応する Jordan

細胞の一つは大きさが 2以上になる．すなわち、ある
k ≥ 2について、Jordan標準形 Jは k次行列

C =



λ 1

λ 1

λ
. . .

. . . 1

λ 1

λ



を含む．また、これに対応する Xの元を x1, . . . , xkで
あるとし、Ct の

(
xi , x j

)
成分を c(t)

xi x j
と書く．簡単な計

算により

c(t)
xi x j

=



(
t

j−i

)
λt− j+i i ≤ j ≤ i + tのとき

0 その他

となるから、t/2 ≤ t − k + 1かつ i ≤ j のとき
∣∣∣∣c(t)

xi x j

∣∣∣∣ =
t (t − 1) · · · · · (t − j + i + 1)

( j − i)!

≤ t j−i

( j − i)!

および ∣∣∣∣c(t)
xi x j

∣∣∣∣ ≥ (t/2) j−i

( j − i)!

を得る．
U−1 の (x, y) 成分を uxy と書くことにする．等式

U−1Pt = JtU−1の両辺の (x1, y)成分を比較して、

∑

z∈X
ux1zp(t)

zy =

k∑

j=1

c(t)
x1x j

ux jy

となる．ここで、p(t)
zy ≤ 1に注意すれば、

∣∣∣∣∣∣∣
∑

z∈X
ux1zp(t)

zy

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∑

z∈X
|ux1z|

を得る．一方、
∣∣∣∣∣∣∣∣

k∑

j=1

c(t)
x1x j

ux jy

∣∣∣∣∣∣∣∣

≥
∣∣∣c(t)

x1xk
uxky

∣∣∣ −
k−1∑

j=1

∣∣∣∣c(t)
x1x j

ux jy
∣∣∣∣

≥ tk−1

2k−1 (k− 1)!
|uxky| −

k−1∑

j=1

t j−1

( j − 1)!
|ux jy|

となる．したがって

tk−1

2k−1 (k− 1)!
|uxky| ≤

k−1∑

j=1

t j−1

( j − 1)!
|ux jy| +

∑

z∈X
|ux1z|

を得る．両辺を tk−1で割り、t → ∞とすると |uxky| ≤ 0、
すなわち

uxky = 0

を得る．これはU−1の第 xk行がすべて 0であることを
意味し、したがってUが正則であることに反する． �

２つの正方行列 A, Bの直和を A⊕ Bと書く．すな
わち

A⊕ B =


A O

O B



とおく．ここまでの結果を総合すれば次の定理を得る．

定理 13. Pの固有値の内、絶対値が 1のものを ω j

（ j = 1,2, . . . , k）とし、その重複度を n j とする．この
とき、Pの Jordan標準形 Jは、

J = ω1En1 ⊕ω2En2 ⊕ · · · ⊕ωkEnk ⊕Λ

と書ける．ただし、Enは n次単位行列を表し、Λは
絶対値が 1より小さい固有値に対する Jordan細胞の
直和である．

例 14. 例 2の確率行列 Pの Jordan標準形は、変換
行列

U =



1 −6 + 2
√

3 −6− 2
√

3

1 9− 5
√

3 9+ 5
√

3

1 2 2



を用いて

J = U−1PU =



1 0 0

0 −3−√3
6 0

0 0 −3+
√

3
6



と得られる．例 2の確率行列 Qの Jordan標準形は、
変換行列

U =



1 2i −2i

1 −1− i −1 + i

1 1 1



を用いて

J = U−1QU =



1 0 0

0 −1+i
2 0

0 0 −1−i
2



と得られる．例 9の確率行列Rの Jordan標準形は、変
換行列

U =



1 −3ω − 2 −3ω2 − 2 0

1 ω + 3 ω2 + 3 0

1 2ω − 1 2ω2 − 1 0

1 1 1 1



5



を用いて

J = U−1RU =



1 0 0 0

0 ω 0 0

0 0 ω2 0

0 0 0 1/2



と得られる． �

絶対値が 1より小さい固有値に対応する Jordan標
準形の部分は必ずしも対角化されない．

例 15. 確率行列

S =



1/2 1/2 0

0 3/4 1/4

0 1/4 3/4



の固有値は
1,1/2

である．1に対する固有ベクトルは


1

1

1



であり、1/2に対する固有ベクトルは


1

0

0



であり、これだけしかない．したがって Sは対角化で
きない．実際、Sの Jordan標準形 Jは

U =



1 1 −3

1 0 2

1 0 −2



を用いて

J = U−1PU =



1 0 0

0 1/2 1

0 0 1/2



と得られる． �

4 漸近行列
第 2節で定義した {dx}x∈Xの最小公倍数を Dとする．

定理 16. 行列 Lおよび Πを

L = En1+n2+···+nk ⊕O

Π = ULU−1

で定める．ただし、Oは Λと同じ次数の零行列とす
る．このとき、0 ≤ s< Dなる sについて、

lim
t→∞

PtD+s = PsΠ

となる．すなわち、Pt は

Π,PΠ,P2Π, . . . ,PD−1Π

に漸近する．

証明. 定理 10により、λが絶対値 1の固有値ならば、
t ≥ maxx∈X Txのとき、

λtD = 1

となる．したがって、定理 13より

JtD = En1+n2+···+nk ⊕ΛtD

を得る．Λは、絶対値が 1より小さい固有値に対する
Jordan細胞の直和であるから、

lim
t→∞

Λt = O．

したがって
lim
t→∞

JtD = L

となる．よって

lim
t→∞

PtD+s = lim
t→∞

UJtD+sU−1

= lim
t→∞

UJsU−1 · UJtDU−1

= UJsU−1 · ULU−1 = PsΠ

を得る． �

例 17. 例 9の確率行列 Rを考える．まず例 9で述べ
たことから、D = 3であることが分かる．一方

lim
t→∞

R3t =



1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

2/7 4/7 1/7 0



lim
t→∞

R3t+1 =



0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 0

1/7 2/7 4/7 0



lim
t→∞

R3t+2 =



0 0 1 0

1 0 0 0

0 1 0 0

4/7 1/7 2/7 0



であるから、行列 Rt は上記の３つの行列に漸近する．
�
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定理 18. n1 + n2 + · · · + nk = 1のとき、行列 Πの成
分 πxyは xによらない．

証明. n1 + n2 + · · ·+ nk = 1のときとは、絶対値が 1で
ある固有値が一つのみの場合である．補題 4により、
その固有値は 1であり、対応する固有ベクトルは全て
の成分が 1であるベクトルである．したがって、Jordan

標準形 Jの (1,1)成分が 1であるとし、また、変換行
列 U の第 1列は、上記のベクトル vであるとしてよ
い．このとき Lは、(1,1)成分が 1で、その他の成分
は 0である．よって、積 ULの第 1列はすべて 1、そ
の他はすべて 0となる．したがって、U−1の (i, j)成
分を ui j と書けば、

Π = ULU−1 =



u11 u12 . . . u1n

u11 u12 . . . u1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

u11 u12 · · · u1n



となる． �

例 19. 例 2の確率行列 P, Q、および例 9の確率行列
Rは、いずれも定理 18が適用できる．実際

lim
t→∞

Pt =



5/13 2/13 6/13

5/13 2/13 6/13

5/13 2/13 6/13



lim
t→∞

Qt =



1/5 2/5 2/5

1/5 2/5 2/5

1/5 2/5 2/5



lim
t→∞

St =



0 1/2 1/2

0 1/2 1/2

0 1/2 1/2



となる． �

5 応用
5.1 あみだくじ
あみだくじの縦線の数を nとし、縦線を x1, . . . , xn

とする．また、横線を t 本入れるとし、上から順に
h1, . . . , htとする．横線hkの入る場所はn−1ヶ所あるが、
それぞれの入る確率は kに依らず一定で、p′1, . . . , p

′
n−1

であるとする．当然、p′1 + · · · + p′n−1 = 1である．こ
こで、pxi x j を以下のように定義する．まず、i = 1の
とき

px1x j =



1− p′1 j = 1のとき

p′1 j = 2のとき

0 その他の j とき

とし、1 < i < nのとき

pxi x j =



p′i−1 j = i − 1のとき

1− p′i−1 − p′i j = i のとき

p′i j = i + 1のとき

0 その他の j とき

とする．さらに i = nのとき

pxnx j =



p′n−1 j = n− 1のとき

1− p′n−1 j = nのとき

0 その他の j とき

と定める．pxi x j は横線を１本通過する時に、xi から x j

に移る確率である．
公平なあみだくじは、xi から出発して x j に至る確
率 p(t)

xi x j
が、i, j に依らないものである．では標準的な

あみだくじの場合はどうであろうか．この場合、p′i =

1/ (n− 1)である．例えば、n = 5のときの確率行列は

P =



3/4 1/4 0 0 0

1/4 1/2 1/4 0 0

0 1/4 1/2 1/4 0

0 0 1/4 1/2 1/4

0 0 0 1/4 3/4



となる．このとき簡単な計算により

lim
t→∞

Pt =



1/5 1/5 1/5 1/5 1/5

1/5 1/5 1/5 1/5 1/5

1/5 1/5 1/5 1/5 1/5

1/5 1/5 1/5 1/5 1/5

1/5 1/5 1/5 1/5 1/5



であるから、tが十分大きければ、公平なあみだくじ
になる．では、tがどの程度大きくなればよいのだろ
うか．例えば、t = 5,10,15,20のとき、Ptの近似値は

P5 =



0.451 0.322 0.161 0.054 0.012

0.322 0.29 0.215 0.119 0.054

0.161 0.215 0.248 0.215 0.161

0.054 0.119 0.215 0.29 0.322

0.012 0.054 0.161 0.322 0.451



P10 =



0.336 0.281 0.195 0.117 0.071

0.281 0.251 0.202 0.15 0.117

0.195 0.202 0.206 0.202 0.195

0.117 0.15 0.202 0.251 0.281

0.071 0.117 0.195 0.281 0.336
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表 1:当たる確率の最大／最小．単位は%
t = n t = 2n t = 3n t = 4n

n = 5 45／1 34／7 28／12 25／15

n = 10 49／0 36／0 30／ 0 26／ 0

n = 20 51／0 37／0 31／ 0 27／ 0

n = 40 52／0 38／0 31／ 0 27／ 0

P15 =



0.281 0.249 0.199 0.15 0.12

0.249 0.231 0.2 0.169 0.15

0.199 0.2 0.201 0.2 0.199

0.15 0.169 0.2 0.231 0.249

0.12 0.15 0.199 0.249 0.281



P20 =



0.249 0.23 0.2 0.17 0.151

0.23 0.219 0.2 0.181 0.17

0.2 0.2 0.2 0.2 0.2

0.17 0.181 0.2 0.219 0.23

0.151 0.17 0.2 0.23 0.249



となる．縦線が 5本のあみだくじで、横線が 20本な
らば、十分な数に見える．だが実際には、もし当たり
が端 x1にあった場合、x1を選ぶときの当たる確率は
25%、x5を選ぶときの当たる確率は 15%となり、大
幅に違うのである．いくつかの nと tについて、当た
る確率の最大と最小を表 1にまとめた．この表に依れ
ば、縦線が 40本のあみだくじにおいて、当たる確率
は平均 2.5%であるが、実際には、横線が 160本あっ
たとしても、当たりの場所と選んだ場所との関係によ
り、当たる確率は最大 27%、最小 0%であることがわ
かる．
続いて、より一般のあみだくじについて考察しよう．
横線は隣り合わない２本の縦線の間にも入れてよいこ
とにする．さらに、１本の縦線について、自分自身と
つなぐ横線も入れてよいことにする．縦線 xi と x j の
間に横線が入る確率を p′xi x j

とし、pxi x j を

pxi x j =
p′xi x j∑n

k=1 p′xi xk

で定める．pxi x j を
(
xi , x j

)
成分とする行列 Pは、横線

を１本通過する時に、xi から x j に移る確率を表す確
率行列である．
ここでも標準的なものを考えてみる．すなわち、p′xi x j

は一定で、したがって p′xi x j
= 1/n2となる場合である．

このとき
pxi x j = 1/n

となる．したがってこの場合、理論上は横線が 1本だ
けでも、公平なあみだくじになる．

実際の場面では、縦線の数、横線の数、当たりの場
所が分かっているあみだくじを想定すると良いであろ
う．こうすれば、普通のあみだくじの場合の結果も、
拡張されたあみだくじの場合の結果も納得できるもの
となる．

5.2 カードのシャッフル
2n枚のカードを切ることを考える．それは、i番目
のカードが何番目に行くかを決めることである．それ
が確率で定まっているとしよう．すなわち、i 番目の
カードが j番目に行く確率を pi j とし、それを (i, j)成
分とする行列を Pとする．シャッフルの目的は、上記
の変換を t回実施し、i 番目のカードが j 番目に行く
確率 p(t)

i j が i にも j にも依らないようにすること、す
なわち

p(t)
i j =

1
2n

とすることである．
さて、通常単にシャッフルといえば、カードを上下
２組に分け、それらを交互に組み合わせる方法をいう．
この組み合わせ方を以下のように定める．まず、カー
ドを n枚ずつの二つの組、上組と下組に分ける．次に、
上組または下組を確率 1/2で選び、その最下のカード
を山に置く．さらに、上組または下組を確率 1/2で選
び、その最下のカードを山の上に置く．この操作を繰
り返して、上組または下組がなくなったら、残りの組
のカードを山の上に置く．これに対応する確率行列の
成分 pi j は、i ≤ nのとき

pi j =



(
2n− j
n−i

)
2 j−2n−1 i < j ≤ i + nのとき

∑n
k=1 pk,k+1 j = i のとき

0 その他のとき

となり、i > nのとき

pi j =



(
2n− j
2n−i

)
2 j−2n−1 i − n < j ≤ i のとき

∑n
k=1 pk,k+1 j = i − nのとき

0 その他のとき

となる．
例えば、n = 3のとき、確率行列は

P =



1/2 3/16 3/16 1/8 0 0

0 5/16 3/16 1/4 1/4 0

0 0 1/8 1/8 1/4 1/2

1/2 3/16 3/16 1/8 0 0

0 5/16 3/16 1/4 1/4 0

0 0 1/8 1/8 1/4 1/2
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となる．このとき簡単な計算により

lim
t→∞

Pt =



1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6



となるから、tが十分大きければ、シャッフルの目的に
到達する．Pt の近似値は例えば、t = 3のとき



0.23 0.171 0.171 0.159 0.135 0.135

0.16 0.188 0.171 0.176 0.17 0.135

0.109 0.141 0.159 0.165 0.195 0.23

0.23 0.171 0.171 0.159 0.135 0.135

0.16 0.188 0.171 0.176 0.17 0.135

0.109 0.141 0.159 0.165 0.195 0.23



t = 4のとき


0.195 0.168 0.168 0.163 0.153 0.153

0.168 0.175 0.168 0.17 0.166 0.153

0.137 0.157 0.163 0.167 0.181 0.195

0.195 0.168 0.168 0.163 0.153 0.153

0.168 0.175 0.168 0.17 0.166 0.153

0.137 0.157 0.163 0.167 0.181 0.195



t = 5のとき


0.179 0.167 0.167 0.165 0.161 0.161

0.169 0.17 0.167 0.168 0.166 0.161

0.152 0.163 0.165 0.167 0.174 0.179

0.179 0.167 0.167 0.165 0.161 0.161

0.169 0.17 0.167 0.168 0.166 0.161

0.152 0.163 0.165 0.167 0.174 0.179



となる．各成分の 1/6との差は、t = 4の場合で最大
約 3%、t = 5の場合で最大約 1%である．
続いて、いわゆるトランプについて考察しよう．ジ

ョーカーを除く52枚をシャッフルする．すなわちn = 26

の場合を考察する．この場合の確率行列 Pは、52次
正方行列であるので、その全体を示すことはできない
が、例えば

p11 =
1
2

p12 =
15801325804719
281474976710656

p13 =
15801325804719
281474976710656

p14 =
967428110493

17592186044416

などとなる．さて、P4 を計算すれば、その成分のう
ち、最大になるのは (1,1)成分と (27,1)成分であり、
その近似値は 0.071088、最小になるのは (26,1)成分と
(52,1)成分であり、その近似値は 0.002267であること
が分かる．同様にP5の成分の最大値は 0.043961、最小
値は 0.007567、さらに P6の成分の最大値は 0.031063、
最小値は 0.012487である．従って、Ptの各成分と 1/52

との差は、t = 4の場合で最大約 5%、t = 5の場合で
最大約 2%、そして t = 6の場合で最大約 1%である．
すなわち、枚数が増えても比較的少ない回数のシャッ
フルで、目的に到達できることが分かる．
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