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θで θ
3 が作図できないものが存在することを証明すれば

よい．ここでは θ = 60◦ として角度 20◦ が作図できな

いことを証明する．

まず，有理数体の拡大を準備し，その後に作図不可能

性の証明の流れを述べる．有理数全体の集合 Q に
√
c

(c ∈ Q) なる形の無理数を，四則演算で閉じているよう

に追加していくことを考える．複素数全体の集合 C の部
分集合 A ⊆ C と c ∈ C に対し，集合 A に

√
c を追加

した集合 A[
√
c] を次で定める．

A[
√
c ] = {a+ b

√
c | a, b ∈ A}

定義� �
実数の部分集合の列 ⟨Qn | n ∈ N⟩ を次のように帰
納的に定義する：Q0 = Q

Qn+1 = Qn[
√
cn+1 ] cn+1 ∈ Qn,

√
cn+1 /∈ Qn� �

集合 Qn の基本的な性質を確認しておく．

補題１� �
以下が成り立つ．

(1) Q0 ⊆ Q1 ⊆ · · · ⊆ Qn ⊆ · · ·

(2) 任意の n ∈ N に対し Qn は，四則演算につい

て閉じている．つまり Qn は体である．� �
角の三等分の作図不可能性を，次の 4ステップに分け

て証明していく．ただし線分の長さを考えるので，単位

となる長さ 1の線分は与えられているとする．ここでは，

数 α が作図可能であるとは，長さが α である線分を作

図できることをいう．また，適当に座標を設定すること

により，負の数に対応する長さの線分の作図も考えるこ

とができる．本節では以後，多項式 f(x) は

f(x) = x3 − 3x− 1

とする．

命題１� �
数 α が作図可能である ⇔ ある自然数 n ∈ N が存
在して α ∈ Qn となる．� �
命題 2� �
cos 20◦ が作図可能である⇔ 多項式 f(x) の実根で

作図可能なものが存在する．� �

命題 3� �
多項式 f(x) は，有理数の根をもたない．� �
命題 4� �
n ≧ 1 を自然数とする．「α ∈ Qn かつ f(α) = 0 と

なる α が存在する」⇒「β ∈ Qn−1 かつ f(β) = 0

となる β が存在する」．� �
これらが証明されたとき，角の三等分が作図不可能で

あることは次のように証明できる．

角の三等分の作図不可能性の証明：もし cos 20◦ が作図

可能ならば，命題 2と命題 1より，ある実数 α が存在し

て f(α) = 0 かつ，ある自然数 n が存在して α ∈ Qn と

なる．命題３より α は有理数でないので n ≧ 1 である．

よって，命題４よりある実数 β が存在して，f(β) = 0

かつ β ∈ Qn−1 となる．これを繰り返すと，ある実数 γ

が存在して，f(γ) = 0 かつ γ ∈ Q となる．しかしこれ
は命題３に矛盾する．したがって，cos 20◦ は作図不可

能である．■

以下の各節で命題 1 ∼ 4を順に証明していく．

2.1 命題１の証明

以下で，命題１を証明する．

命題１（再掲）� �
数 α が作図可能である ⇔ ある自然数 n ∈ N が存
在して α ∈ Qn となる．� �

2.1.1 “ ⇐ ” の証明

まず，命題１の主張の右から左が成り立つことを示す．

与えられた数（を長さにもつ線分）から四則演算やルー

トによって得られる数（を長さにもつ線分）は，作図可

能である．このことを順に確認していく．

(i) 線分の和差：ABの長さを a, BPの長さを bとす

るとき，中心が Bで半径 bの円と直線 ABの交点 C, D

を図のようにとると，AC= a+ b, AD= a− bが作図で

きる 2．

2長さ 1 の線分は与えられているとする．
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図 1: 和と差

(ii) 線分の積商：まず積について．OPを長さ 1の線分，

OAを長さ aの線分，OBを長さ bの線分とする．a× b

を作図するには，まず線分 BPを描く．点 Aを通り BP

に平行な直線と直線OBの交点をCとすると，OCの長

さが a× b となる．

O

A

B

1

a

b

a� b

P

C

図 2: 積

同様に商
b

a
も作図できる．

(iii) ルート：図のように，AC= a, CB= 1となるよう

に，線分ABを描く．ABを直径とする上半円を描く．C

を通り，ABに垂直な直線と半円との交点を Pとすると

き，BPの長さが
√
aとなっている．

A

C

B

P

a

1

p

a

図 3: ルート

これらのことをまとめると，与えられた数（長さ）か

ら四則演算およびルートをつけて得られる数（長さ）は

作図可能であることがわかる．

したがって特に，先に述べたように長さ 1の線分は与

えられていることから，任意の有理数は作図可能である．

さらに与えられた数のルートも作図可能であることから，

任意の自然数 n に対し，Qn に属する数はすべて作図可

能である．

よって
:::::::::::::::::::::::::::::::
α ∈ Qn ならば α は作図可能である．

2.1.2 “ ⇒ ” の証明

次に，命題１の主張の左から右が成り立つことを示す．

定規とコンパスで作図できる「点」は以下の３パター

ンである：

(i) 直線と直線の交点；

(ii) 直線と円の交点；

(iii) 円と円の交点．

まず (i)の場合を考えてみる．2つの直線の方程式を

a1x + b1y + c1 = 0, a2x + b2y + c2 = 0 とする．この

交点は，連立 1次方程式a1x+ b1y + c1 = 0

a2x+ b2y + c2 = 0

を解くことによって得られる．これを解くには，例えば

上式を a2 倍，下式を a1 倍して，辺々引くと y につい

ての 1次式になる．求めた y を上式に代入すると x も

求まる．実際に求めると，次のようになる 3．x, y 共に，

それぞれの直線の方程式の係数から四則演算によって得

られている点が重要である．

x =
b1c2 − b2c1
a1b2 − b1a2

, y =
a2c1 − a1c2
a1b2 − b1a2

次に (ii)について考える．この交点は，連立 2次方程式a1x+ b1y + c1 = 0

(x− a2)
2 + (y − b2)

2 − r2 = 0

を解くことによって得られる．これを解くには，例えば，

上式を x について解いて，その結果を下式の x に代入

すると，y についての 2次方程式になる．これは解の公

式を使って解くことができる．y についても同様に解を

得られる．重要な点は，x, y 共に上の連立方程式の係数

から四則演算とルートをつける作業によって得られる．

3ただしこの 2 直線が平行だと交点をもたないので，平行でないと
する．つまり，a1

b1
̸= a2

b2
とする．
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(iii) の交点は次の連立 2次方程式を解くことによって

得られる．(x− a1)
2 + (y − b1)

2 − r1
2 = 0

(x− a2)
2 + (y − b2)

2 − r2
2 = 0

上式から下式を引くと，x と y の一次式になる．これを

y について解いて上式に代入すると x の 2次式を得る．

同様に x について解いて上式に代入すると y の 2次式

を得る．これらはともに，係数から四則演算とルートを

つける作業で解を得られる．

したがって作図可能な数は，与えられた数（a1, b1, c1,

r1 など）から四則演算およびルートをつけて得られる数

に限́ら́れ́る́ことがわかる．特に今は長さ 1の線分が与え

られているので，作図可能な数は有理数およびそれらに

四則演算とルートを有限回つけた数に限られることが分

かった．

よって，
::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
数 α が作図可能ならば，ある自然数 n が存在

:::::::::::::::::
して α ∈ Qn となる．

2.2 命題２の証明

以下で，命題２を証明する．

命題 2（再掲）� �
cos 20◦ が作図可能である⇔ 多項式 f(x) の実根で

作図可能なものが存在する．� �
∠AOB = 60◦ なる角が描かれているとする．この角

の３等分を作図するには．cos 20◦ の長さが作図できれば

よい 4．

加法定理を用いて cos θ を変形すると，

cos θ = cos

(
2θ

3
+

θ

3

)
= cos

2θ

3
cos

θ

3
− sin

2θ

3
sin

θ

3

=

(
2 cos2

θ

3
− 1

)
cos

θ

3
− 2 sin2

θ

3
cos

θ

3

=

(
2 cos2

θ

3
− 1

)
cos

θ

3
− 2

(
1− cos2

θ

3

)
cos

θ

3

= 2 cos3
θ

3
− cos

θ

3
− 2 cos

θ

3
+ 2 cos3

θ

3

= 4 cos3
θ

3
− 3 cos

θ

3

4図における線分 OQ が作図できれば，点 Q を通る OB に垂直な
直線を描き，弧 AB との交点を P とすれば，∠POB = 20◦ となる．
一般に，「角 θ が作図可能」⇔「長さ cos θ が作図可能」．

O

A

B

60

Æ

1

1

2

20

Æ

os 20

Æ

Q

P

図 4: cos 20◦

ところで，cos θ = 1
2 だったので，上の結果より，

1

2
= 4 cos3

θ

3
− 3 cos

θ

3

y = cos θ
3 とおくと，

1

2
= 4y3 − 3y ⇐⇒ 4y3 − 3y − 1

2
= 0

⇐⇒ 8y3 − 6y − 1 = 0

さらに x = 2y とおくと

8y3 − 6y − 1 = 0 ⇐⇒ x2 − 3x− 1 = 0

よって，3次方程式 x3 − 3x− 1 = 0 の解の長さをもつ

線分が作図できれば，それを半分にすることにより，長

さ cos 20◦ の線分が作図可能となる．したがって，

cos 20◦ が作図可能

⇕

x3 − 3x− 1 = 0の解が作図可能

2.3 命題３の証明

以下で，命題３を証明する．まず次の補題を用意する 5．

5この補題はより一般に，任意の整数係数モニック多項式に対し成
り立つ．
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補題 2� �
多項式 f(x) の実根は，無理数でなければ整数に限

る．つまり，有理数の根をもつならばそれは整数の

解である．� �
証明： f(α) = 0 となる有理数 α を任意に固定する．こ

こで α が整数でないと仮定する．よって互いに素 6 な

整数 p, q が存在して α = q
p かつ p ̸= 1 と表せられる．

f(α) = 0 より (
q

p

)3

− 3

(
q

p

)
− 1 = 0.

両辺に p3 をかけて，

q3 − 3p2q − p3 = 0

∴ q3 = p(3pq − p2)

よって q3 は p で割り切れる．p と q が互いに素である

ことから，q は p で割り切れることになるが，p ̸= 1 か

つ p と q が互いに素であることに矛盾する．したがっ

て α は整数である．■
この補題と，y = f(x) のグラフを調べることにより，

次が証明できる．

命題 3（再掲）� �
多項式 f(x) は，有理数の根をもたない．� �

証明：補題２より，多項式 f(x) が整数の根をもたない

ことを示せばよい．そのために，y = f(x) の増減表と

グラフの概形を調べる．増減表を調べると，次のように

なる．

x · · · −1 · · · 1 · · ·

y′ + 0 − 0 +

y ↗ 1 ↘ −3 ↗

よってグラフの概形は次のようになる．

6整数 p, q が互いに素であるとは，p と q の最大公約数が 1 であ
ることをいう．

O

y

x

1

−3

−2
−1

1
2

y = x3 − 3x− 1

−1

図 5：y = x3 − 3x− 1

よって増減表とグラフより，多項式 f(x) は整数の根

をもたないことがわかる．したがって，補題２より f(x)

は有理数の根ももたない．■

2.4 命題４の証明

命題４を証明するために，いくつか準備をする．新し

い言葉を定義する．Qn の元 α = a + b
√
cn に対し，α

の（Qn における）共役 ᾱ を a− b
√
cn で定義する．こ

のとき，次の基本的な性質が成り立つ．

補題３（共役の性質）� �
Qn （n ≧ 1）で考える．Qn の元 α, β に対し，

(1) α+ β = α+ β

(2) α− β = α− β

(3) α · β = α · β

(4)

(
α

β

)
=

α

β
(5) Qn における Qn−1 の元 γ に対しては γ = γ� �

証明：α, β は Qn の元なので，α = a1+b1
√
cn, β = a2+

b2
√
cn （a1, a2, b1, b2, cn ∈ Qn−1 だが

√
cn /∈ Qn−1）

と表せられる．

(1)について：

α+ β = (a1 + b1
√
cn) + (a2 + b2

√
cn)

= (a1 + a2) + (b1 + b2)
√
cn

= (a1 + a2)− (b1 + b2)
√
cn

= (a1 − b1
√
cn) + (a2 − b2

√
cn)

= a1 + b1
√
cn + a2 + b2

√
cn

= α+ β
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(2)も同様に示せる．

(3)について：

α · β = (a1 + b1
√
cn) · (a2 + b2

√
cn)

= (a1a2 + b1b2cn) + (a1b2 + b1a2)
√
cn

= (a1a2 + b1b2cn)− (a1b2 + b1a2)
√
cn

= (a1 − b1
√
cn) · (a2 − b2

√
cn)

=
(
a1 + b1

√
cn

)
·
(
a2 + b2

√
cn

)
= α · β

(4)も同様に示せる．

(5) Qn−1 の要素 γ は
√
cn をもちえないので，（Qn に

おける）共役をとっても変わらない．■

3次方程式における解と係数について復習しておく．

補題４（3次方程式の解と係数の関係）� �
3次方程式 ax3 + bx2 + cx+ d = 0 とその解 α, β,

γ は次の関係をもつ：

α+ β + γ = − b

a

αβ + βγ + γα =
c

a

αβγ = −d

a� �
証明：α, β, γ が ax3 + bx2 + cx+ d = 0 の解であるこ

とから，

ax3 + bx2 + cx+ d = a(x− α)(x− β)(x− γ)

= ax3 − a(α+ β + γ)x2 + a(αβ + βγ + γα)x− aαβγ

両辺の係数を比較すると，所望の等式が得られる．■

これらの補題の準備のもと，命題４を証明する．

命題 4（再掲）� �
n ≧ 1 を自然数とする．「α ∈ Qn かつ f(α) = 0 と

なる α が存在する」⇒「β ∈ Qn−1 かつ f(β) = 0

となる β が存在する」．� �
証明： Qn の元 α が f(x) = 0 の解だとする．まず α

の共役 α もまた f(x) = 0 の解となることを示す．α は

f(x) = 0 の解なので，α3 − 3α− 1 = 0 となる．両辺の

共役をとり，補題３を用いて計算すると

α3 − 3α− 1 = 0 ⇔ α3 − 3α− 1 = 0

⇔ (α)
3 − 3α− 1 = 0

したがって α の共役 α も f(x) = 0 の解となる．また，

α は α の共役なので，Qn の元である．

今，f(x) = x3 − 3x− 1 = 0 は 3次方程式なので，α,

α 以外にもう 1つ解をもつ． それを β とする．補題４

の解と係数の関係より，

α+ α+ β = 0

となる．よって β = −(α + α) となる．ここで，α は

Qn の元だったので，α = a+ b
√
c（a, b, c は Qn−1 の

元）と表せられる．よって，

β = −(α+ α) = −(a+ b
√
c+ a− b

√
c) = −2a

となるので，β は Qn−1 の元である． したがってこの

β は f(x) = 0 の解で，かつ Qn−1 の元なので，この命

題が証明された．■

3 角の三等分の「作図」可能性

本節では，通常の作図以外の方法による角の三等分の

作図方法を紹介する．まず，使用する道具は定規とコン

パスだが，通常と異なる定規の使用法を用いた作図法を

紹介する．

3.1 長さを記録できる定規による作図

ここでは，定規の通常の使用法を超えて，次のように

使用できるものとする．

(†) 与えられた 2点に定規を合わせ，定規に２点の位置

の印をつけられる．つまり２点間の長さを定規に記

録できる．

∠AOB ̸= 0 である 3点 A, O, B が与えられたとする．

0 ≦ ∠AOB ≦ π
2 の場合のみを考えても一般性は失わ

れない．実際，もし π
2 ≦ ∠AOB ≦ π のときは，上

の場合と同様な手順で角の三等分が作図可能である．ま

た，π ≦ ∠AOB ≦ 2π のときは，上記の方法により

∠AOB−π の三等分を作図しておき，その三等分の角度

に π
3（もちろんこれは通常の意味で作図可能である）を

加えた角を線分 OAからとればよい．

角 AOB の三等分の手順は以下である．なお，通常と

異なる作図法は (iii) と (iv) である．

(i) 点 Aを通り，線分 OB に平行な直線 ℓ をひく．

(ii) 点 Aを中心とする半径 AOの円 α を描く．

6
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図 6: 目盛付きの定規による作図

(iii) 定規の使用法 (†) を用いて，AOの長さを定規に記

録する．

(iv) AOの長さが記録された定規を用いて，直線 ℓ 上の

点 C を，線分 OC と円 α の交点を T とするとき

CT=OA となるように，作図する．

このとき，∠BOT が ∠AOB の三等分になっている．実

際，次のようにこのことが示せる．AC と OB が平行

なので，錯角より，∠BOT = ∠ACT．また，TC=TA

より ∠ACT = ∠CAT．よって ∠OTA = ∠CAT +

∠ACT = 2∠ACT = 2∠BOT．また，AT=AOより

∠TOA = ∠OTA．よって ∠TOA = 2∠BOT となる．

よって ∠BOT は ∠AOB の三等分である．

3.2 折り紙による作図

ここでは，折り紙を用いた作図による角の三等分可能

性を示したい．まず，3.2.1節にて折り紙による作図につ

いて述べる．続いて 3.2.2節で角の三等分の作図方法に

ついて述べる．

3.2.1 折り紙による作図の手順

折り紙の作図の手順は以下のO1～O5の５つからなる：

O1 平行でない２直線 ℓ0, ℓ1 が与えられたとき，これら

の交点をとる．

O2 ２点 P, Qが与えられたとき，直線 PQを折る．

O3 点 Pと直線 ℓが与えられたとき，ℓの垂線で点 Pを

通る直線を折る．

O4 点 P, Qと直線 ℓが与えられたとき，Pが ℓに，Q

が Qに重なるように折る．

O5 点P, Qと直線 ℓ0, ℓ1が与えられたとき，Pが ℓ0に，

Qが ℓ1 に重なるように折る．

次に，上記折り紙の手順の有限回の適用によって，どの

ような図形が作図できるのかを考えていきたい．

補題５（自然数倍の作図）� �
２点A，Bが与えられたとき，自然数 nに対し，線

分ABの延長上の点 Pで，|AP| = n|AB|となる点
を作図できる．� �

証明：2倍を作図できれば，それ以外は同様に作図可能

である．

手順 O2により，直線 ABを折る．

手順 O3により，点 Bを通り直線 ABに垂直な直線 ℓ1

を折る．

手順O4により，Aが ℓ1に，BがBに重なるように折っ

てできる直線を ℓ2 とする．

手順 O1により，ℓ1 と ℓ2 の交点を Cとする．

手順O4により，Cが直線ABに，Bが Bに重なるよう

に折ってできる直線を ℓ3 とする．

手順O1により，直線ABと直線 ℓ3の交点をPとすると，

この点Pが求めたい点である．すなわち，|AP| = 2|AB|
となる．■
補題６（平行線を折る）� �
一直線上にはない与えられた３点 A, B, Cに対し，

点 Cを通り直線 ABに平行な直線を折ることがで

きる．� �
証明：手順O3により，点 Cを通り直線ABに垂直な直

線 ℓ1 を折る．

手順 O3により，点 Cを通り直線 ℓ1 に垂直な直線を折

ると，この直線が求めたいものである．■
補題７（線分の平行移動）� �
線分 AB と，直線 ℓ 上の点 O が与えられたとき，

OP=ABとなる点 Pを ℓ上にとることができる．� �
場合分けで証明する．

(i) O=Aのとき．

手順O4により，Bが ℓに，OがOに重なるように折っ

てできる直線を ℓ′ とする．

手順 O3により，Bを通り ℓ′ の垂線 ℓ′′ を折る．

手順O1により，ℓ′′と ℓとの交点をPとすると，OP=AB

となる．

(ii) O ̸=Aのとき．

・３点 O, A, Bが一直線上にない場合：
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手順 O2により，直線 OAを折る．

補題６により，点 Bを通り直線 OAに平行な直線 ℓ1 を

折る．

手順 O2により，直線 ABを折る．

補題６により，点 Oを通り直線 ABに平行な直線 ℓ2 を

折る．

手順１により，ℓ1 と ℓ2 の交点を Cとする．

このとき，四角形OABCは平行四辺形なので，AB=OC

となる．したがって (i)の場合に還元された．

・３点 O, A, Bが一直線上にある場合：

手順 O2により，直線 OBを折る．

手順 O3により，Aを通り直線 OBに垂直な直線 ℓ3 を

折る．

手順O4により，Bが ℓ3に，AがAに重なるように折っ

てできる直線を ℓ4 とする．

手順O3により，Bを通り ℓ4に垂直な直線を ℓ5とする．

手順 O1により，ℓ3 と ℓ5 の交点を B’とする．

このとき，AB=AB’となる．また，３点O, A, B’は一

直線上に無いので，上の，３点が一直線上に無い場合に

還元された．■

以上の補題を用いることにより，与えられた線分の長

さから折り紙で作図できる数は四則演算について閉じて

いることがわかる．すなわち，与えられた線分の長さど

うしを足した長さ，およびかけた長さの線分を，定規と

コンパスによるその作図と同じような発想で，折り紙を

用いて作図できる．したがって特に，長さ 1が与えられ

たとき，折り紙作図によってすべての有理数を作図する

ことができる．本節では以下，線分の長さについて触れ

るので，長さ 1となる線分 OAがあらかじめ与えられ

ているとする．

3.2.2 折り紙による角の三等分

まず，折り紙作図において次のことを確認しておく．

命題５� �
長さが |a|の線分を作図できることと，傾きが aの

直線が作図できることは同値である．� �
証明：長さが |a|の線分が与えられたとする．Aを通り

OAに垂直な直線 ℓを折る．ℓ上に，aの正負に合わせ

て，補題７を用いて，AB= |a|となる点Bをとると，直

線 OBの傾きが aとなる．

逆に，傾きが aの直線 ℓ1 が与えられたとする．補題

６により，Oを通り ℓ1 に平行な直線を折る．Aを通る

OAに垂直な直線 ℓ2を折る．ℓ1と ℓ2の交点を Bとする

と，AB= aである．■

次に，手順 O4と O5の幾何学的な意味を考察してお

く．O4と O5を再掲する．

O4 点 P, Qと直線 ℓが与えられたとき，Pが ℓに，Q

が Qに重なるように折る．

O5 点P, Qと直線 ℓ0, ℓ1が与えられたとき，Pが ℓ0に，

Qが ℓ1 に重なるように折る．� �
O4は，点Pを焦点，直線 ℓを準線とする放物線の

接線で，点Qを通る直線を折ることを意味する．

O5は，点Pを焦点，直線 ℓ0を準線とする放物線，

および点Qを焦点，直線 ℓ1を準線とする放物線の

共通接線の１つを折ることを意味する．� �
O4のみを確認すればよい．O5はO4を２回適用するこ

とにより，上の意味を確認できる．

ここでは点 P(0, a)を焦点，直線 ℓ : y = −aを準線と

する放物線のみを考える．この放物線を αとする．これ

以外の場合は適当に回転移動および平行移動することに

より，上の場合に帰着される．

点 Pが準線 ℓに，点Qがそれ自身に重なるように折っ

てできる直線を ℓ′，点Pの行先をP’とする 7．この ℓ′が

放物線 αの接線になることを示せばよい．直線 ℓ′は線分

PP’の垂直二等分線である．点 P’の座標を (b,−a)とす

ると，直線 PP’の傾きは−2a
b である．よって ℓ′の傾き

は b
2a となる．また，点PとP’の中点は (− b

2 , 0)なので，

ℓ′ の方程式は y = b
2a

(
x− b

2

)
すなわち，y = b

2ax− b2

4a

となる．ここで放物線 αとの連立方程式を考える：y = b
2ax− b2

4a

y = 1
4ax

2

下式を上式に代入して整理すると，(x− b)2 = 0となる．

よって直線 ℓ1 は放物線 αの x = bに対応する点におけ

る接線となっている．したがってO4の幾何学的な意味

を確認できた．

次に，角の三等分を折り紙によって作図する．一直線

上にない３点を B, C, Dとする．角 ∠BCDの大きさを
θとする．θ ̸= π

2 + kπ (k ∈ Z) とする 8．このとき，2.2

節の考察より，q = −2 cos θ ( ̸= 0)とおくと，3次方程式

x3 − 3x+ q = 0 (†)
7点 Q を通り ℓ′ に垂直な直線と ℓ の交点を P’ とすればよい．
8θ = π

2
+ kπ (k ∈ Z)のときは π

6
が作図できることから，角の三

等分の作図は容易である．
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の正の実数解を作図できれば，∠BCDの三等分を作図で
きることになる．ただし角 θが与えられていることから，

2 cos θも作図可能であることに注意する．

ここで，次の 2つの放物線を考える．

• 点 F0

(
q
2 ,−

3
2

)
を焦点, 直線 ℓ0 : x = − q

2 を準線と

する放物線
(
y + 3

2

)2
= 2qx · · · (♣)．

• 点 F1

(
0, 1

2

)
を焦点, 直線 ℓ1 : y = −1

2 を準線とす

る放物線 x2 = 2y · · · (♠)．

以下で，この２つの放物線の共通接線 ηの傾きが，方程

式 (†)の解になることを証明する．共通接線 ηの方程式

を y = βx+ γ とおく．

直線 η は放物線 (♠) と接するので，y = βx + γ を

(♠)に代入して得られる xについての 2次方程式 x2 −
2βx − 2γ = 0は重解をもつ．よって判別式は D/4 =

β2 + 2γ = 0すなわち γ = −β2

2 となる．

また，直線 ηは放物線 (♣)と接する．y = βx+ γ を

(♣)に代入すると，(
βx+ γ +

3

2

)2

= 2qx

∴ β2x2 + 2

{
β

(
γ +

3

2

)
− q

}
x+

(
γ +

3

2

)2

= 0

この２次方程式の判別式D/4が 0になるので，

β2

(
γ +

3

2

)2

− 2βq

(
γ +

3

2

)
+ q2 − β2

(
γ +

3

2

)2

= 0

∴ q

{
−2β

(
γ +

3

2

)
+ q

}
= 0

q ̸= 0より，

−2β

(
γ +

3

2

)
+ q = 0

となる．ところで γ = −β2

2 だったので，上式に代入す

ると，

−2β

(
−β2

2
+

3

2

)
+ q = 0

となる．これを整理すると，

β3 − 3β + q = 0

となる．よって β，すなわち共通接線 ηの傾きは，(†)の
解の１つになる．

ところで，２つの放物線 (♣)と (♠)の焦点および準線

は，折り紙作図において有理数および q = −2 cos θが作

図可能であることから，作図可能である．したがって上

の結論により，折り紙によって角の三等分を作図するこ

とができる．

3.3 放物線作図機による作図

ここでは，与えられた点と直線をそれぞれ焦点と準線

とする放物線を描くことのできる「放物線作図機」を用

いて，角の三等分の作図可能性を示す．実際に放物線を

描く方法については，追補で述べる．

与えられた角 ∠AOB を θ (0 ≦ θ ≦ π) とする．適

当に座標を定めることにより cos θ が負の場合も含め，

cos θ が作図可能であることと，なす角が θ である２直

線が作図可能であることは同値である．したがって今，

cos θ が作図可能であるとしてよい．３倍角の公式から，

cos θ = 4 cos3
θ

3
− 3 cos

θ

3

y = cos θ
3 とおき，両辺を 2倍して整理すると，

8y3 − 6y − 2 cos θ = 0

となる．さらに，x = 2y とおくと，

x3 − 3x− 2 cos θ = 0

となる．この正の実数解を作図できれば，角 θの三等分の

作図も可能であることが示せる．ここで，2 cos θ = α と

おく．今，有理数が作図可能であることから，点F1

(
0, 1

4

)
と直線 ℓ1 : y = −1

4 も作図可能である．また，α も作図

可能であることから，点 F2

(
α2−9
4α , 3

2

)
と直線 ℓ2 : x =

−α2+9
4α も作図可能である．このとき，放物線作図機を用

いると．点 F1 を焦点，直線 ℓ1 を準線とするの放物線

y = x2 と，点 F2 を焦点，直線 ℓ2 を準線とする放物線

x = y2−3y
α を作図できる 9（図参照）．このとき，この２

つの放物線の交点（4つある）のうちその x座標が正で

ある点の x 座標の値が 2 cos θ
3 となる．したがってこの

長さを半分にすることにより，欲しい長さ cos θ
3 を得る．

O

y

x

図 7:放物線作図機による角の三等分

y = x2

x = y2−3y
α

2 cos θ
3

9この放物線は，焦点を
(
α
4
, 0

)
，準線を x = −α

4
とする放物線

x = 1
α
y2 を，x軸方向に − 9

4α
，y 軸方向に 3

2
だけ平行移動して得ら

れる放物線である．
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4 代数方程式の解の作図可能性

本節では，前節で考察した折り紙作図と放物線作図機

を用いた作図による代数方程式の解の作図可能性につい

て，いくつかの結果を紹介する．作図可能な係数からな

る代数方程式の解を作図することができるかを考える．

4.1 折り紙と代数方程式

3.2節で考察したように，折り紙作図では角の三等分

を作図することができる．角の三等分においては，x3 −
3x − 2 cos θ = 0という，特別な３次方程式の解の作図

可能性が問題であった．本節では，一般の３次方程式の

解を折り紙によって作図できることを示す．定規とコン

パスによる通常の作図では，2節で考察したように，一

般の３次方程式の解を作図することはできない．より一

般に，４次方程式の解も折り紙で作図できることが知ら

れている．しかし５次以上の一般の方程式の解は折り紙

で作図できないことも知られている．

命題� �
３次方程式の解は折り紙作図可能である．� �

証明：チルンハウス変換により，３次方程式における２次

の項はあらかじめ消去されているとしてよい．また，最

高次の係数で全体を割ることにより，最高次の係数はあ

らかじめ 1 であるとしてよい．したがって次の形の方程

式を考える．

x3 + px+ q = 0 · · · (†)

ただし p, qは折り紙作図可能な数とする．

ここで，次の 2つの放物線を考える．

• 点 F0

(
q
2 ,

p
2

)
を焦点, 直線 ℓ0 : x = − q

2 を準線とす

る放物線
(
y − p

2

)2
= 2qx · · · (♦)．

• 点 F1

(
0, 1

2

)
を焦点, 直線 ℓ1 : y = −1

2 を準線とす

る放物線 x2 = 2y · · · (⋆)．

このとき，p, qが作図可能であることから，それぞれの

焦点および準線も作図可能である．したがって手順 O5

から，この二つの放物線の共通接線を折ることができる．

この共通接線を y = ax + bとすると，この直線の傾き

が，方程式 (†) の解となることを示す．y = ax + b を

(⋆) に代入して整理すると，x2 − 2ax − 2b = 0 とな

る．直線 y = ax + bと放物線 (⋆)が接することから，

D/4 = a2 + 2b = 0となる．よって b = −a2

2 となる．

また，直線 y = ax + b は放物線 (♦) と接するので，
y = ax+ bを (♦)に代入すると，(

ax+ b− p

2

)2

= 2qx

∴ a2x2 +
{
2a

(
b− p

2

)
− q

}
x+

(
b− p

2

)2

= 0

この２次方程式の判別式D/4が 0になるので，D/4を

計算して整理すると，

q2 − 2abq + apq = 0

となる．ところで b = −a2

2 だったので，上式に代入し

て整理すると，

a3 + pa+ q = 0

となる．よって a，すなわち共通接線 y = ax+ bの傾き

は，３次方程式 x3 + px+ q = 0の解となる．■

4.2 放物線作図機と代数方程式

本節では，放物線作図器を用いて，一般の４次方程式の

解を作図できることを証明する．さらに，放物線 y = x2

さえ描かれていれば，一般の３次方程式の解を作図でき

ることも証明する．

まず，一般の３次方程式を考える．チルンハウス変換

および最高次の係数で割ることにより，３次方程式

x3 + ax+ b = 0 · · · (†)

の実数解の作図可能性について考えれば十分である．そ

のために，２つの放物線

y = −a

b
x2, x = − b

a2
y2 + y

を作図する．これらはそれぞれ，

• 点
(
0,− b

4a

)
を焦点，直線 y = b

4a を準線とする放

物線，

• 点
(
−a2

4b + b
4a ,

1
2

)
を焦点，直線 x = a2

4b +
b

4a2 を準

線とする放物線

である．したがってこれら焦点および準線は作図可能な

ので．放物線作図機を用いて，先の２つの放物線も作図

可能である．これら放物線の交点は，計算すると，方程

式 x(x3+ax+b) = 0の解となる．よって特に方程式 (†)
の実数解は，放物線作図機を用いれば作図可能である．

次に，一般の４次方程式を考える．その際チルンハウ

ス変換により，３次の項はあらかじめ消去されていると
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考えてよい．また最高次の係数は 1 であるとしてよい．

したがって４次方程式

x4 + ax2 + bx+ c = 0 · · · (††)

の実数解の作図可能性について考えれば十分である．そ

のために，２つの放物線

y = x2, x = −1

b
y2 − a

b
y − c

b

を作図する．これらはそれぞれ，

• 点
(
0, 1

4

)
を焦点，直線 y = −1

4 を準線とする放物線，

• 点
(
−a2+b2+4c

4b ,−a
2

)
を焦点，直線 x = b2−a2−4c

4b

を準線とする放物線

である．したがってこれら焦点および準線は作図可能な

ので．放物線作図機を用いて，先の２つの放物線も作図可

能である．これらの交点は，方程式 x4+ax2+bx+c = 0

の解となるので，この実数解は，放物線作図機を用いれ

ば作図可能である．

ここでは，放物線作図機にて放物線 y = x2 さえ作図

可能であれば，３次方程式 x3 + ax+ b = 0 の実数解は

作図可能であることを示す．そのために，放物線 y = x2

と円 (x+ b
2 )

2 + (y+ a−1
2 )2 =

(
b
2

)2
+
(
a−1
2

)2
を作図す

る．これらの交点は，方程式 x(x3 + ax + b) = 0 の解

となる．したがって，何らかの道具で放物線 y = x2 さ

え作図できれば，あとは定規とコンパスのみで任意の３

次方程式の実数解を作図できることがわかった．

5 課題

本論文の３節では，角の三等分を作図するために，通

常の作図方法を超えた３種類の作図方法を考えた．「目盛

のついた定規による作図」，「折り紙による作図」，「放物

線作図機による作図」である．そこで次のように問うこ

とができる．これらの作図方法で，表現力の最も高い作

図方法はどれであろうか？すなわち，これらの作図方法

において，作図可能な図形が最も多いのはどれであろう

か？以下，知られている事実を述べる．

まず，これら３種類の作図方法では角の三等分を作図

できることから，通常の作図方法より表現力が真に高い

ことがわかる．

次に折り紙作図と通常の関係を述べる．折り紙作図で

は５つの手順（O1～O5）が認められている．折り紙作

図を制限した，O1～O4のみによる作図と通常の作図は

表現力が等しいことが知られている．すなわち，O1～O4

の折り紙作図で作図可能な図形は，通常の作図で作図可

能であり，またこの逆も成り立つ 10．このことから，角

の三等分を作図する上では，O5が本質的に必要である

ことがわかる．

最後に，今後の課題を述べる．

課題１．各種作図方法を公理化し，それら公理体系の強

さを比較する．

課題２．放物線作図機を考えたが，それ以外の 2次曲線

作図機を用いた場合の作図の表現力はどれくらい強くな

るのかを調べる
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