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概要

自然数を法として考えるとき、フィボナッチ数列は周期数列になる。そこで、フィボナッチ数
列の一般型としてフィボナッチ型数列を考え、その周期がどのようになるかを考察する。そこに
はフィボナッチ数列のみでは得られなかった豊かな世界が広がっている。

1 はじめに
自然数を法として考えるとき、フィボナッチ数列は周期数列になる。そこで、フィボナッチ数列の一般型
としてフィボナッチ型数列を考え、その周期がどのようになるかを考察する。そこにはフィボナッチ数列
のみでは得られなかった豊かな世界が広がっている。
本論文は、第 19回高専シンポジウム（http://www.cc.kurume-nct.ac.jp/sympo19/）および第３回高
専数学教育シンポジウム（http://p-mathedu.org/symposium/）において、米子高専数学同好会が発表し
た内容をまとめたものである。

2 フィボナッチ和型数列

フィボナッチ和型数列 fn+2 = a fn+1 + b fn について、Fn =

(
fn+1

fn

)
とおく。A =

(
a b
1 0

)
とおくと、

Fn = AnF0 である。また m ≥ 2とする。

補題 1. F0 を固定する。F0, F1, . . . , Fλ+π−1 は mod mの意味で相異なり、Fλ+π ≡ Fλ (mod m)となる
λ ≥ 0, π ≥ 1を取る。n ≥ 0, k ≥ 1とする。
このとき、Fn+k ≡ Fn (mod m)であることと、n ≥ λかつ kが πの倍数であることは同値である。

証明. n ≥ λ かつ k = jπ とすると、Fλ+π ≡ Fλ (mod m) より Fλ+π+1 ≡ Fλ+1 (mod m)、これより
Fλ+π+2 ≡ Fλ+2 (mod m)。以下同様に続けて Fn+π ≡ Fn (mod m)を得る。よって

Fn+k = Fn+jπ ≡ Fn+(j−1)π ≡ · · · ≡ Fn (mod m)

逆に Fn+k ≡ Fn (mod m)とする。n + k − λを πで割って、n + k − λ = uπ + v、0 ≤ v < πとすると

Fn ≡ Fn+k = Fλ+uπ+v ≡ Fλ+v (mod m) (1)

n < λとすると、0 ≤ n < λ + v < λ + πであるから、(1)は λ, πの取り方に反する。よって n ≥ λである。
n − λを πで割って、n − λ = sπ + t, 0 ≤ t < πとすると

Fn = Fλ+sπ+t ≡ Fλ+t (mod m)

(1)と合わせて、Fλ+t ≡ Fλ+v (mod m)となる。πの取り方から、t = v
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このとき

k = (n + k − λ)− (n − λ) = (uπ + v)− (sπ + t) = (u − s)π

より、kは πの倍数である。 □

補題 1の λ, πをそれぞれ λ(m, a, b, f0, f1), π(m, a, b, f0, f1)で表す。
次の２つの定理において、mが素数の場合は、文献 [1]で示されている。

定理 1. λ = λ(m, a, b, f0, f1), π = π(m, a, b, f0, f1), λ′ = λ(m,−a, b, f0,− f1), π′ = π(m,−a, b, f0,− f1)

とおくと、λ′ = λであり、

π′ =
π

2
またはπ′ = πまたはπ′ = 2π

証明. a′ = −a, b′ = b, f ′1 = − f1, f ′0 = f0 とし、 f ′n+2 = a′ f ′n+1 + b′ f ′n, F′
n =

(
f ′n+1

f ′n

)
とおく。まず

f ′n = (−1)n fn を示す。n = 0, 1のときは成り立つ。n ≥ 2とし、n − 1までは成り立つとすると

f ′n = a′ f ′n−1 + b′ f ′n−2 = (−a)(−1)n−1 fn−1 + b(−1)n−2 fn−2

= (−1)n(a fn−1 + b fn−2) = (−1)n fn

よって f ′n = (−1)n fn は成り立つ。
従って

F′
λ+2π =

(
f ′λ+2π+1

f ′λ+2π

)
=

(
(−1)λ+2π+1 fλ+2π+1

(−1)λ+2π fλ+2π

)
= (−1)λ

(
− fλ+2π+1

fλ+2π

)

≡ (−1)λ

(
− fλ+1

fλ

)
(mod m)

F′
λ =

(
f ′λ+1

f ′λ

)
=

(
(−1)λ+1 fλ+1

(−1)λ fλ

)
= (−1)λ

(
− fλ+1

fλ

)

したがって F′
λ+2π ≡ F′

λ (mod m)となるから、補題 1より λ ≥ λ′, π′ | 2π。同様に λ′ ≥ λ, π | 2π′。よっ
て λ′ = λ。

π′ | 2πより 2π = kπ′を満たす自然数 kがある。このとき 2π′ = 4π/kであるが、π | 2π′であるから 4/k
は自然数、すなわち kは 4の約数である。よって k = 1, 2, 4で、それぞれ π′ = 2π, π′ = π, π′ = π/2。 □

補題 2. f (0)0 = 0, f (0)1 = 1, f (0)n+2 = a f (0)n+1 + b f (0)n とおく。n ≥ 1のとき

An =

(
f (0)n+1 b f (0)n

f (0)n b f (0)n−1

)

証明. n = 1のとき f (0)2 = aであるから

右辺 =

(
f (0)2 b f (0)1

f (0)1 b f (0)0

)
=

(
a b
1 0

)
= A

n ≥ 2とし、n − 1のとき与式が成り立つとすると、

An = An−1 A =

(
f (0)n b f (0)n−1

f (0)n−1 b f (0)n−2

)(
a b
1 0

)

=

(
a f (0)n + b f (0)n−1 b f (0)n

a f (0)n−1 + b f (0)n−2 b f (0)n−1

)
=

(
f (0)n+1 b f (0)n

f (0)n b f (0)n−1

)

となるから、nのとき与式が成り立つ。よって全ての nについて与式が成り立つ。 □

定理 2. 任意の f0, f1 について

λ(m, a, b, f0, f1) ≤ λ(m, a, b, 0, 1) + 1, π(m, a, b, f0, f1) | π(m, a, b, 0, 1)



証明. 補題 2の記号に加えて、λ(0) = λ(m, a, b, 0, 1), π(0) = π(m, a, b, 0, 1)とおく。補題 2を用いて

Fλ(0)+π(0)+1 = Aλ(0)+π(0)+1F0 =

 f (0)
λ(0)+π(0)+2

b f (0)
λ(0)+π(0)+1

f (0)
λ(0)+π(0)+1

b f (0)
λ(0)+π(0)

 F0

≡

 f (0)
λ(0)+2

b f (0)
λ(0)+1

f (0)
λ(0)+1

b f (0)
λ(0)

 F0 = Aλ(0)+1F0 = Fλ(0)+1 (mod m)

補題 1より、λ(m, a, b, f0, f1) ≤ λ(0) + 1かつ π(m, a, b, f0, f1) | π(0) □

命題 1. 任意の f0, f1 について

λ(m, a, b, f0, f1) ≤ max(λ(m, a, b, 1, 0), λ(m, a, b, 0, 1))

証明. f (0)0 = 1, f (0)1 = 0, f (0)n+2 = a f (0)n+1 + b f (0)n , F(0)
n =

(
f (0)n+1

f (0)n

)
, λ(0) = λ(m, a, b, 1, 0), π(0) = π(m, a, b, 1, 0),

f (1)0 = 0, f (1)1 = 1, f (1)n+2 = a f (1)n+1 + b f (1)n , F(1)
n =

(
f (1)n+1

f (1)n

)
, λ(1) = λ(m, a, b, 0, 1), π(1) = π(m, a, b, 0, 1)と

おく。また λ̃ = max(λ(0), λ(1)), π̃ = lcm(π(0), π(1))とおく。
まず Fn = f0F(0)

n + f1F(1)
n を示す。n = 0のとき

F0 =

(
f1

f0

)
= f0

(
0
1

)
+ f1

(
1
0

)
= f0F(0)

0 + f1F(1)
0

n ≥ 1のとき

Fn = AnF0 = f0 AnF(0)
0 + f1 AnF(1)

0 = f0F(0)
n + f1F(1)

n

よって Fn = f0F(0)
n + f1F(1)

n は成り立つ。
λ̃ ≥ λ(0), π(0) | π̃ であるから、補題 1により F(0)

λ̃+π̃
≡ F(0)

λ̃
(mod m)。同様に F(1)

λ̃+π̃
≡ F(1)

λ̃
(mod m)。

よって

Fλ̃+π̃ = f0F(0)
λ̃+π̃

+ f1F(1)
λ̃+π̃

≡ f0F(0)
λ̃

+ f1F(1)
λ̃

= Fλ̃ (mod m)

補題 1より主張を得る。 □

予想 1. 任意の f0, f1 について λ(m, a, b, f0, f1) ≤ λ(m, a, b, 0, 1)

考察 数値実験の結果は上記を支持する。

3 フィボナッチ積型数列

フィボナッチ積型数列 gn+2 = (gn+1)
a (gn)

b について、Gn =

(
gn+1

gn

)
とおく。補題 1と同様に、次を

得る。

補題 3. G0 を固定する。G0, G1, . . . , Gλ+π−1 は mod mの意味で相異なり、Gλ+π ≡ Gλ (mod m)とな
る λ ≥ 0, π ≥ 1を取る。n ≥ 0, k ≥ 1とする。
このとき、Gn+k ≡ Gn (mod m)であることと、n ≥ λかつ kが πの倍数であることは同値である。

上記の λ, πをそれぞれ λP(m, a, b, g0, g1), πP(m, a, b, g0, g1)で表す。
カーマイケル関数を Λ(m)とする。すなわち、

Λ(2) = 1 Λ(22) = 2 Λ(2e) = 2e−2 （e ≥ 3）

Λ(pe) = pe−1 (p − 1) （pは奇素数）

Λ(pe1
1 · · · · · pek

k ) = lcm
(
Λ(pe1

1 ), . . . , Λ(pek
k )
)
（p1, . . . , pk は相異なる素数で、ej ≥ 1）

このとき、gcd(g, m) = 1を満たす全ての gについて、gΛ(m) ≡ 1 (mod m)である [2]。



補題 4. mを素因数分解し m = pe1
1 · · · · · pek

k とする。ここで、p1, . . . , pk は相異なる素数で、ej ≥ 1であ
る。e = max (e1, . . . , ek)とおくと、任意の gについて ge+Λ(m) ≡ ge (mod m)である。

証明. g = pd1
1 · · · · · pdk

k · hとする。ここで、dj ≥ 0かつ gcd(h, m) = 1である。

dj ≥ 1 のとき、dje ≥ ej であるから、
(

p
dj
j

)e
≡ 0 (mod p

ej
j )。よって ge ≡ 0 ≡ ge+Λ(m) (mod p

ej
j )。

dj = 0のとき、gcd(g, p
ej
j ) = 1であり、Λ(p

ej
j ) | Λ(m)であるから、gΛ(m) ≡ 1 (mod p

ej
j )である。よって

ge+Λ(m) ≡ ge (mod p
ej
j )。従っていずれの場合も ge+Λ(m) ≡ ge (mod p

ej
j )が成り立つ。よって孫子の剰余

定理により、ge+Λ(m) ≡ ge (mod m)が成り立つ。 □

定理 3. 各 mについて補題 4と同様に eを定める。a ≥ eのとき

λP(m, a, b, g0, g1) = λP(m, a + Λ(m), b, g0, g1)

πP(m, a, b, g0, g1) = πP(m, a + Λ(m), b, g0, g1)

b ≥ eのとき

λP(m, a, b, g0, g1) = λP(m, a, b + Λ(m), g0, g1)

πP(m, a, b, g0, g1) = πP(m, a, b + Λ(m), g0, g1)

証明. a ≥ eとする。g′0 = g0, g′1 = g1, g′n+2 =
(

g′n+1
)a+Λ(m)

(g′n)
b とする。g′n ≡ gn (mod m)を示す。

n ≥ 2とし、n − 1までは成り立つとすると、補題 4を用いて

g′n =
(

g′n−1
)a+Λ(m) (g′n−2

)b ≡ (gn−1)
a+Λ(m) (gn−2)

b

≡ (gn−1)
a (gn−2)

b = gn (mod m)

よって全ての nについて g′n ≡ gn (mod m)が成り立つ。特に

λP(m, a, b, g0, g1) = λP(m, a + Λ(m), b, g0, g1)

πP(m, a, b, g0, g1) = πP(m, a + Λ(m), b, g0, g1)

が成り立つ。後半も同様。 □

素数mについて、その原始根の一つを cとすると、g . 0 (mod m)なる任意の gに対し c f ≡ g (mod m)

となる f（0 ≤ f < m − 1）が唯一つ取れる。その f を logc gと書く。

補題 5. g1 . 0, g2 . 0, g . 0 (mod m)とする。

(1) g1 ≡ g2 (mod m)と logc g1 = logc g2 は同値である。

(2) logc (g1g2) ≡ logc g1 + logc g2 (mod m − 1)

(3) logc ga ≡ a logc g (mod m − 1)

証明. (1)　 g1 ≡ g2 (mod m)とすると、logc gの定義により logc g1 = logc g2。逆に f = logc g1 = logc g2

とすると、g1 ≡ c f ≡ g2 (mod m)。
(2)　 f1 = logc g1, f2 = logc g2, f = logc (g1g2)とおくと、c f ≡ g1g2 ≡ c f1 c f2 = c f1+ f2 (mod m)。cは
原始根だから、 f ≡ f1 + f2 (mod m − 1)。

(3)　 f = logc g, f ′ = logc gaとおくと、c f ′ ≡ ga ≡
(

c f
)a

= ca f (mod m)。よって f ′ ≡ a f (mod m −
1)。 □

定理 4. 素数 mについて、g0 . 0, g1 . 0 (mod m)に対し、

λP(m, a, b, g0, g1) = λ(m − 1, a, b, logc g0, logc g1)

πP(m, a, b, g0, g1) = π(m − 1, a, b, logc g0, logc g1)



証明. f0 = logc g0, f1 = logc g1 とし、 fn+2 = a fn+1 + b fn とおく。このとき fn ≡ logc gn (mod m − 1)
であることを示す。n ≥ 2とし、n − 1まで正しいとすると

fn = a fn−1 + b fn−2 ≡ a logc gn−1 + b logc gn−2

≡ logc

(
ga

n−1gb
n−2

)
= logc gn (mod m − 1)

よって fn ≡ logc gn (mod m − 1)は成り立つ。

λP = λP(m, a, b, g0, g1) πP = πP(m, a, b, g0, g1)

λ = λ(m − 1, a, b, f0, f1) π = π(m − 1, a, b, f0, f1)

とおく。
fλP+πP ≡ logc gλP+πP = logc gλP ≡ fλP (mod m − 1)

補題 1より、λ ≤ λP かつ π | πP である。また

gλ+π ≡ c fλ+π ≡ c fλ ≡ gλ (mod m)

補題 3より、λP ≤ λかつ πP | πである。よって λP = λかつ πP = πが成り立つ。 □

4 追記
フィボナッチ和型数列について

全ての a, bについて max
f0, f1

λ(m, a, b, f0, f1) = max
f0, f1

λ(m, a,−b, f0, f1) (2)

が予想されたが、m = 27のとき成り立たないことが分かった：

max
f0, f1

λ(27, 3, 9, f0, f1) = 4 max
f0, f1

λ(27, 3,−9, f0, f1) = 3

予想 2. (2)が成り立たない mは、ある k ≥ 3について k3 の倍数である。

考察 数値実験を行ったところ、(2)が成り立たないmは、m ≤ 140の範囲ではm = 27, 54, 64, 81, 108, 125, 135、
すなわち

m = 33, 2 · 33, 26, 34, 22 · 33, 53, 5 · 33

のみであった。この範囲で予想 2は成り立っている。なお、m = 128 = 27 のとき (2)は成り立つので、予
想 2の逆は成り立たない。
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