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概 要 

Causal Dynamical Triangulation (CDT) による2次元面の三角形分割模型はその連続極限が2次元量子重

力と同等であり、世界面上での弦の場の理論を記述するものと期待されている。ここでは、CDT を行列模型

から構成し、これに確率過程量子化法を適用することで弦の場の理論を導き、その直観的な意味を考察する。

また、この模型が弦理論特有の代数構造をもつことを確認する。 

 

１. はじめに 

超弦理論は自然界に存在する４つの相互作用の統一的

な記述を目指す理論の中で、もっとも有望な候補である。

弦理論では、素粒子の実体は点ではなく 1 次元的な広が

りをもつ線（弦）と考えるため、その移動や相互作用の

経歴は二次元面（世界面）をつくる。開いた弦は端をも

つ曲面内、閉じた弦は筒型の曲面上で運動することにな

り、弦の生成・消滅をひきおこす相互作用によって、世

界面の幾何学的性質は複雑化する。弦の性質の解明には、

弦の相互作用による非摂動的効果の理解が重要で、その

ためには弦の場の理論を構築する必要がある。 

一方、現実の4次元から簡単化された 2次元の量子重

力理論の時空は、動的三角形分割によってつくられる離

散的時空の連続極限と同等であり、その三角形分割（格

子化）は行列模型で定式化されることが知られている 

[1]。（図 1） このとき、無数の三角形から構成された離

散的世界面上で、三角形の辺を連結して作った一つの多

角形は閉じた弦に対応する[2]。世界面上での多角形の弦

の変形は、弦を構成する一つの辺で起こる。これは行列

模型において、一つの行列に確率過程の時間発展を施す

ことに起因する、弦を表す行列の時間発展として表され

る[3]。確率過程で実現可能な変形が、弦において実際に

起こりうる現象に対応する。例えば、長さ    のある弦が

時間   の後に長さ   の弦になる確率は、それを実現する

三角形分割のしかた（格子配位）の総数と関わる。 

従来よく扱われていた二次元面の動的三角形分割（DT）

では 4 次元への拡張に困難があるとされているのに対し

て、CDTは、格子配位に制限を加えることで改善をはか

ろうとしたものである[4]。具体的には、2 次元面上で時

間が 1 ステップずつ等間隔で進む模型である。ある時刻

で閉じた弦を表す多角形のループ（ループ変数）と、離

散的な前後の時刻のループ変数との間隔が三角形の高さ

に等しいものである。この模型では、どの三角形もその

底辺はいずれかの時間の閉じた弦の一部となっている。 

 今回の報告では、上記の CDT の性質を有する三角形

分割模型を数式として実現する行列模型を探し、これに

確率過程量子化法の適用を試みる。この手法の利点は、

確率過程にるループの変形が直観的に理解しやすい形で

表されることである[5]。また、これから模型のもつ対称

性に関連するループ方程式（Schwinger-Dyson 方程式）

を導く。また、ループの関数として表される任意の物理

量の時間発展から、生成子としてFokker-Planckのハミ

ルトニアンを読み取ることができる。弦の相互作用を記

述するこの生成子が、従来のいろいろな行列模型がもっ

ていた弦理論特有の対称性であるビラソロ代数を満たす

こと[2]を確かめた。今回の目的は、行列模型を通して、

弦の場の理論の直観的理解を得ることに重点を置いたの

で、離散的な模型に話をとどめておき、連続極限までは

議論しないものとする。また、弦の消滅に関する期待値

であるディスク振幅など、種々の物理量を計算する目的

においてはループの空間に対して（ラプラス変換でつな

がる）双対空間で扱う場合が便利であるが、議論が抽象

的になってしまうため、本報告ではループ空間のみで考

察を進める。以下の構成は、第 2 節で今回扱う CDT を

概観し、第 3 節でそれを構成する行列模型を構築する。

第 4 節ではこの行列模型に確率過程量子化法を適用し、

ループ変数の時間発展はループ変数だけで閉じた表現に

なることを確かめる。また、これから第 5 節は時間発展

の生成子どうしの交換関係がビラソロ代数で閉じること

を示す。最後に第6節で、まとめと今後の課題を述べる。 



２. Causal Dynamical Triangulation（CDT） 

 閉じた弦が時間とともに変形しているようすは、時間

軸をたとえば上方向にとって、単位時間が経過するごと

にその形を等時間面の中に描き、これらを曲面でつなぐ

ことで表せる。この曲面を弦の世界面といい、縮んだり

広がったり歪んだりするような単純な弦の変形の世界面

は筒状になる。（図 2） いま、時空に最小単位の長さ・

間隔が存在するものとして、弦を、最小単位の長さの線

を連結したものと考え、「連続的」（に長さが変わる弦）

に対して離散的なループをイメージする。離散的時間の、

時刻   と     における 2 つの弦の各部分は三角形の二

辺で直接つながれる。世界面を構成する三角形はすべて、

その 1本の辺（即ち 2個の頂点）は片方の時間のループ

上に存在し、残る 1 個の頂点はもう一方の時間のループ

上にあるということを基本にするような統計力学模型を

考える。これがCausal Dynamical Triangulation（CDT）

という三角形分割法である。（図 3） ループを構成する

これらの辺をリンクといい、リンクのつなぎ目の点をサ

イトという。1 本のリンクは次の時間における 1 個のサ

イトとつながる。複数のリンクが 1 個のサイトにつなが

る場合もある。また、1個のサイトは次の時間における0

～∞のリンクにつながる可能性があり、これらが等確率

であるという模型である。 

たとえば、時刻   におけるループが   本のリンクから

なる   角形で、時刻     でのループは   本のリンクか

らなる   角形であるとすれば、その間を     枚の三

角形がつないでいることになる。この 1 種類の三角形を

用いた「すべてのループ間の埋め方の総数」に      の

重みをかけたものが 

                  
 

   
            

で表わされる。ここで   は組合せを表し、定数   は 1枚

の三角形に１つ付随するものとする。これは「時間 1 の

間に、長さ   のループから長さ   のループに変化する」

伝播関数であり、この変化がおこる確率と関係する。ま

た、これは時間   の間の伝播関数 

                               

 

   

      

に拡張される。これを2ループ振幅という。ただし、 

                                

とする。また、長さ   のループが将来、分裂や結合の相

互作用をいっさいすることなく変形のみを経て最終的に

消滅する現象についての伝播関数は、2 ループ振幅にお

いて、未来のすべての時間でループ（境界）の長さが 0

に縮まったものの総和 

                     

 

   

          

で表わされる。これをディスク振幅という。 

 

３．行列模型 

この節ではCDTの定式化を試みる。まず、     対称

な     行列          を考える。行列の成分を表わす添

え字は               であり、      は、行列に対応す

る三角形の辺が時間  と   をつなぐ行列であることを意

味する別の添え字である。CDTにあわせるために、    に

関して行列は 

          

 
 
 

 
 

              
               

  
              

   その他の場合 

          

に分類されるものとする。ただし、   はエルミート行列

（   
     ）である。 

模型の作用は 

 

図 1  三角形分割された面上の 2つの閉じた弦 

三角形の辺の長さを 1 とすれば、長さ 10 の弦

        と長さ 9の弦       を示す。 

 

 

図 2  CDTにおける弦の伝播 

時間   で長さ   から長さ   になる過程の一つ。時刻

    で長さ   の状態を経由しているようすを示す。 
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(6) 

とする。一つの行列は三角形の一つの辺に対応するとし

て、三角形の頂角が集合した頂点に行列の添え字     が

付随していると考えてよい。第２項は三つの辺で閉じた

三角形を示し、第１項は三角形の辺の接合に関与する。

式(6)の作用は式(5)によって 

   
 

 
      

       
  

 

 
 

  
          

        
    

 

    

となる。２行目の項は時間   と     のループを結ぶ三

角形と逆三角形にそれぞれ対応する。（図 4） 

分配関数は 

                                     

で定義する。ただし、添え字     を省略した表記である。

     についての積分のみを実行して 

                                 

とすれば有効作用として、 

      
 

 
     

 
   

       

 

   
 

  
                   

  
 

 
     

 
   

    
 

   
 

 

  
 

   

         
       

 

 

   

 

    

      

が得られる。 

ここで時間   における長さ   のループ変数を 

           
 

 
   

  

  
 

 

             

で定義すると、式(10)の最終形の第 2行は 

               

 

      

                   

で、有効作用は確かに時間 1 の間におけるすべての可能

なループ変数の伝播を含んでいることになり、ループ変

数のみで構成された有効模型が得られたことになる。そ

して、        はループ変数     と       の結合定

数のような役割を持っていることがわかる。 

 

４．確率過程量子化の適用 

まず、行列        に対するランジュバン方程式は 

         
     

       

           

                 

        
   
 

 

   

 

    

             
             

   

(13) 

である。 については両方の和をとり、          

         である。ここで、    はノイズ項で、ノイズの

相関は 

                                         

               

を満たす。また、   は１ステップの確率過程の時間変化

分で、これは行列やループ変数に付いている添え字の  

とはとりあえずは別のものと考えておく。この時間発展

はループ変数のランジュバン方程式： 

       
 

 
   

      

  
 

 

 
 

 
   

  

  
 

 

 

     
 
           

     
 

 
       

      
      

   

   

  

        
 
                     

 

図 3  CDTにおける三角形分割と弦 

離散的単位時間における伝播のようすを示す。 

  

図 4  作用の3次の項に対応する三角形 

 

 



を導く。∆τ の１次までをループ変数を用いて表すと、 

                 

                                

 

   

 

    

           

   

   

      

                      

 

となる。また、新たに出てきたノイズ項は 

              
 
           

              

で、相関関数 

                   
 

  
                  

を満たす。 

式(16)右辺の[ ] 内の第3項は、１つのループ変数が２

つに分裂することを示し、第2 項は現実の時空における

１ステップの時間だけずれたループ変数との相関が効く

ことを示すのだが、この意味は直観的には単純ではない。

これについては次の節で考察を進める。また、(16)の最

後の項のループのノイズ変数は、式(18)を通して、２個

のループ変数の結合を示唆している。これらはループ変

数を閉じた弦と関連づけたとき、弦の場の量子効果によ

る相互作用を表している。確率過程の時間発展の生成子

としてのハミルトン演算子をFokker-Planckハミルトニ

アン（F-Pハミルトニアン）という。以下ではF-Pハミ

ルトニアンを導出し、CDT模型の、弦の場の理論として

の性質を調べる。 

 

５．弦の場の理論 

確率過程量子化法では、F-P ハミルトニアンによって

弦の場の理論が定義される。まず、ある観測量      が

あって、これがループ変数の関数であるとすれば、F-P

ハミルトニアン    はつぎの式で定義される。 

                                           

右辺の       はループ変数のランジュバン方程式の解

を表す。ただし、初期条件は           である。こ

れまで明らかには示してこなかったが、τ は確率過程の

時間でその時間発展の１ステップの刻みが∆τである。以

下では表記の煩雑さを避けるために、ループ変数のもつ

   は表さないこととし、表記を前節までのものにもどし

て話を進める。式(19)の右辺の時間発展を考えると 

        

         
 

      
    

 

 
 

 
       

   

      
  

            
      

     
 
   

                                

これに、ループ変数のランジュバン方程式(16)とノイ

ズの相関関数(18)を用いることで F-P ハミルトニアンが

得られる。また、      
 

      
 とすれば、交換関係 

                                       

は明らかであるから、      は時刻   における長さ   の

弦の消滅演算子、      は時刻   における長さ   の弦の

生成演算子にそれぞれ対応する。これらを用いると 

                     

  

 

                              

 

   

 

    

      

           

   

   

             

     
 

  
          

 

   

                   

で、すべての時刻   において起こりうる、すべての長さ  

の弦に関する相互作用の記述となっている。（図5） 第 3

 

図 5  F-P ハミルトニアンの各項に対応する

ループ変数の変形 

第 1項から第 4項の相互作用の例を示す。 

 



行、第 4行は相互作用の前後において長さの総和を2だ

け減らしている（これは行列    が 2 個減ることからく

る）が、離散ループから連続極限をとるときに離散的な

2 個分の長さは 0 となるため、弦の長さは保存すること

と考えてよい。ゆえに、それぞれ閉じた弦の長さを保存

する分裂と結合を意味しており、非臨界次元における弦

の場の理論の行列模型にはいつも含まれている[2,6]。つ

ぎにCDT特有の項について、第１行は何も変えないが、

第 2行は、ある時刻 t において長さ   の弦が消滅し、任

意の長さ     だけ伸びた（長さ      の）弦が生

成されると同時に、となりの時刻     には別の任意の

長さ   の弦が生成されるという、長さの保存しない相互

作用である。 

このF-Pハミルトニアンを 

           
 

  
               

  

        

の形で表すと 

                 

                            

 

   

 

    

 

         

 

   

      
 

  
        

 

   

            

である。この生成子どうしの交換関係は 

                                         

を満たし、完全に閉じていることが確かめられる。これ

は弦理論がその基本としている共形場の理論において重

要な役割を果たすビラソロ代数であり、この模型が弦の

場の理論の記述でありうることの一つの根拠になる。 

最後に、確率過程の時間変化のもとで、観測可能量の

期待値がもつ不変性からSchwinger-Dyson方程式（S-D

方程式）を導こう。観測可能量   の期待値は、 

          
 

 
                    

である。式(4)に示したディスク振幅      はループ変数

      の真空につながる相関関数の期待値であるから,、

  によらず 

                               

である。いま、           から得られる S-D 方程式

を調べる。式(16)の期待値で、とくに右辺第 2 項に注意

する。ここで、            のかわりに、 

                                     

を新たに定義する。これは   個のリンクに識別可能性を

付した場合の2ループ振幅である。ディスク振幅と(2)式

を変形した「識別可能な2ループ振幅」の連結として 

       

 

   

                                 

を用いる。これは、式(16)でとなりの時刻     に影響が

及んでいた相互作用でも、期待値レベルでは、同一時間  

についてだけの相互作用とみなせることを意味している

ようである。（図 6） S-D 方程式のもっとも次数の低い

ものはディスク振幅だけの関係式で、次のように簡単化

された形で表すことができる。 

                   

 

   

   

   

   

                    

第 2項では、弦が長さを伸ばすとともにその伸び（長さ  ）

に等しい分に相当するもう一つの弦が、対生成のような

形で生成されるという現象に相当するが、このような相

互作用は、非臨界次元の弦の場の理論でも現れる現象で

あり、S-D方程式もよく似た形である[6]。 

 

６．まとめ 

CDT の動的三角形分割による 2 次元面上の弦の場の

理論を導く行列模型を作った。CDTの特徴は統計的に扱

いやすく、これが数値計算に生かせることである。例え

ば、1 ステップの実時間の発展のもとでの 2 ループ振幅

は最も簡単な統計力学の分配を考えるものであった。一

貫してループ空間で扱い、行列に確率過程量子化法を用

いることで、相互作用の様子など現象が直観的に理解し

やすい形式の模型を構築できた。行列に時間の添え字を

 
図 6  ディスク振幅の期待値 

時刻   で長さ   のループは時刻     の全状態を経由

して最終的に真空状態になる。 

 



付けて無限の分類はしたが、基本的に ， と表された、

それぞれ空間的行列と時間的行列の、2 種類の複素行列

からなるいわゆる 2‐行列模型で構成されている。さら

に、F-P ハミルトニアンを調べ、この模型が連続極限を

とる以前の離散的模型の段階でビラソロ代数をもつこと

を確認した。今回の報告は離散的模型の性質に限ってお

いたが、これは連続極限においても満たされるものと期

待できる。 

一つの興味深い発見は、対生成の項が出現するメカニ

ズムがこれまでの非臨界次元の弦の行列模型とまったく

異なるところである。時間が隣り合う２つの弦の相互作

用というのは直観的には理解しにくいものであるが、デ

ィスク振幅と 2 ループ振幅の連結を用いると、統計力学

的には同時刻の相互作用として解釈できるとともに、

S-D 方程式レベルでは項が簡単化された点は強調してよ

いであろう。また、これによって、最終的に期待値レベ

ルでは行列やループ変数の添え字   は本質的な役割をも

たないことになる。この対生成的な長さを保存しない相

互作用は今回の模型の、従来の模型に対して特徴が際立

つ点である。この項は弦の長さの時間的なゆらぎを、比

較的大きくするための効果になる。この模型では、1 ス

テップの時間経過においては長さがいくらでも変わるよ

うなループに移ることも三角形の配位としては可能であ

ることから、ゆらぎは当然の帰結とも考えられる。しか

しながら一方では、2 ループ振幅の明らかな形から、極

端に長さを変えるものは抑えられる機能が含まれる。こ

れらの効果の強弱により、有効理論における対生成的な

効果によると考えられるゆらぎを生じ得ることや、さら

に 4 次元では弦の長さの期待値やゆらぎ方に相構造が存

在すること[7]は、直観的には納得できる。 

今回は現象に関わる限られた問題だけを扱ったため、

報告に至らなかった課題をいくつか挙げておこう。特に、

われわれが構築した行列模型の、従来の三角形分割模型

に対して異なる性質と、これまでに知られている CDT

の性質との整合という観点が基本である。第一に、連続

極限の可能性で弦の分裂・結合が残る弦の場の理論が構

成できるかということで、どんな行列模型においても、

離散的模型と現実をつなぐ重要な点である。第二に、今

回のようなループ空間で調べた物理量を、ラプラス変換

で移る双対空間で表すことである。ループ空間ではルー

プに関する面積や長さがその特性であったのに対し、双

対空間では面上の宇宙定数やループ上の境界宇宙定数が

基本定数となる。とくに、ディスク振幅やより多くの境

界をもつループ振幅の期待値の満たすループ方程式は、

双対空間の表現では、代数方程式としてより解析しやす

い形にできるため、これまでは双対空間において調べら

れてきた[8,9]。双対空間表現で高次のループ振幅をも含

むループ方程式が、われわれの行列模型のループ空間表

現のS-D方程式と単純には比較できない形であり、整合

性の確認には工夫を要する。第三に、開いた弦をこの模

型に組み込むことである。物質を表す開いた弦を含んだ

ループの代数構造やS-D方程式を調べることである。こ

れらについては別の機会に報告したい。 

最後に、この行列模型の問題点についてである。はじ

めの行列模型の作用からループ変数に関わる空間的行列

   だけを残すような有効作用を得たとき、1 ステップの

時間経過で起こりうるすべてのループ遷移に対応する三

角形の配位を、重みまで正しく出してくれるのだが、た

だ一点の例外があった。それは長さ 0 の状態からあらゆ

る長さの弦が生成される可能性が余分に含まれてしまう

ことである。この過程は非常に低い可能性のものである

が、ただ、0 ではない場合の影響は、数値解析的に調べ

てみる価値がある。もともとの CDT においては含まれ

ない過程である[9]が、有効理論の中で禁止しようとすれ

ば、基礎的な模型からの自然な導出は困難で、手で入れ

る形になる。この部分が、たとえばディスク振幅やルー

プ振幅に対してどれほどの効果になるのかを評価するこ

とは重要なことである。 
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